Estudio numérico y experimental de la fuerza de Bjerknes by Igualada Villodre, Elena
UNIVERSIDAD CARLOS III DE MADRID 
 








PROYECTO FINAL DE CARRERA: 
 




                        AUTORA:      ELENA IGUALADA VILLODRE 



















































2.6  ECUACIONES  ADIMENSIONALES  TENIENDO  EN  CUENTA  EL  EFECTO  DE  LA  CAPA  DE 
LÍPIDOS DE LA SUPERFICIE DE LA BURBUJA .............................................................................. 25 


















































seno de un  líquido  son  sometidas a un  campo acústico que varía  con  la posición y  con el  tiempo. El 




del  problema,  tales  como  una  linealización  de  las  oscilaciones  radiales  de  la  burbuja  o  un  estudio 


















CAPÍTULO 1: INTRODUCCIÓN 
 
Una burbuja no es ni un gas, ni un  líquido ni un  sólido o plasma. No puede existir en una única  fase 
material, sino que requiere al menos dos para formarse. En este estudio serán consideradas las burbujas 
formadas en el seno de un líquido, es decir, volúmenes de gas y vapor rodeados por una fase líquida. En 
muchos casos  las burbujas alcanzan una  forma esférica debido a  la  tensión superficial, moviéndose a 
través del líquido debido al efecto que producen sobre ellas las fuerzas de presión de todo tipo, desde 
estáticas y dinámicas (como por ejemplo las ondas acústicas) hasta fuerzas de flotabilidad o de arrastre. 
Las burbujas aparecen en muchas disciplinas,  tanto en  fenómenos naturales  como en  los desarrollos 
tecnológicos asociados a ellos. De hecho, el estudio de las burbujas y de su comportamiento ha sido ya 
recogido en  libros y artículos como  los citados al  final del documento. En  la mayoría de  los casos  las 
burbujas generadas en  los  fenómenos  físicos no se encuentran aisladas, sino que aparecen  formando 
agrupaciones. Sin embargo, el estudio de una burbuja aislada es el punto de partida para describir el 
comportamiento de  estructuras más  complejas  como  conjuntos de burbujas que  toman  la  forma de 
clusters, filamentos y nubes. Algunas aplicaciones actuales de las burbujas, como la aplicación a la que 
va destinada este estudio, requieren precisamente la generación de burbujas aisladas que acabamos de 




































ߩ ሶܴ ଶ ൌ ݌௜ െ ݌௘ 
 Como  se  puede  advertir  en  el modelo,  la  diferencia  entre  las  presiones  del  líquido  y  del  gas  es  la 
responsable de las oscilaciones de la burbuja. 
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frecuencia  angular   ߱௔  .  Este modelo,  junto  con  algunas  variantes  del mismo,  es  conocido  como  el 
modelo de Rayleigh‐Plesset. 
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݌ሺݐሻ ൌ ݌௔ݏ݅݊ሺ2ߨ ௔݂ݐሻ 
 
Éstos  son  los  tres  modelos  básicos  para  la  descripción  de  la  oscilación  radial.  En  nuestro  estudio 
partiremos  de  un  modelo  basado  en  la  ecuación  de  Rayleigh‐Plesset  que  ha  sido  extendido  para 
caracterizar  el  movimiento  de  los  agentes  de  contraste  en  aplicaciones  ultrasónicas  por  Chomas  y 
Morgan (referencia Dayton 2002).  
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݌ௗ௥௜௩ሺݐሻ ൌ ݌௔ݏ݅݊ሺሬ݇ԦݔԦ െ 2ߨ ௔݂ݐሻ 
























































y del gradiente espacial de presión. Como dicha  fuerza  varía periódicamente,  la  fuerza neta  sobre  la 
burbuja se puede tomar como la media temporal en un periodo de  la fuerza oscilatoria; esta fuerza es 
conocida  como  Fuerza  de  Bjerknes,  cuyos  efectos  sobre  la  burbuja  son  objeto  de  estudio  en  este 
documento. 
Para un campo acústico unidimensional su expresión es: 





݌௔௖ሺݔ, ݐሻ ൌ ݌௔ሺݔሻݏ݅݊ሺ߱௔ݐሻ 




































que  su  tamaño  se  comportará  como  un  oscilador  no  lineal  para  un  amplio  rango  de  presiones 
acústicas. La frecuencia de resonancia de éste oscilador será función del tamaño inicial de la burbuja 
y de la presión acústica con la que la estamos insonando. 
En  este  estudio  se  analizará  el  comportamiento  no  lineal  de  las  oscilaciones  de  las  burbujas 







En  los  experimentos  no  es  posible  conseguirlo,  por  lo  que  trataremos  de  generar  burbujas 
aisladas. 
‐ Concentración de burbujas suficientemente pequeña para despreciar    la  radiación acústica de 
las mismas. 
‐ El fluido influye sobre la burbuja pero la burbuja no influye sobre el fluido. 
A  continuación  vamos  a  analizar  las ecuaciones que  rigen el  comportamiento de  la burbuja, que 

























ܣ ؠ amplitud de la onda acústica (~10ଷ െ 10ସ ܲܽ) 
݂ ؠ frecuencia de insonación (~ܯܪݖ) 
߱ ؠ frecuencia angular de insonación, ߱ ൌ 2ߨ݂ 
ߣ ؠ longitud de onda de la onda acústica (~݉݉) 
݇ ؠ número de onda angular de la onda acústica, ݇ ൌ 2ߨ/ߣ (~݉݉ିଵ) 
ܾ ؠ constante de van der Waals 
ሬ݊Ԧ ؠ vector que indica la dirección de propagación de la onda, vector director del número de onda, 













Para  describir  la  oscilación  radial  de  la  burbuja  utilizaremos  un  modelo  basado  en  la  ecuación  de 
Rayleigh‐Plesset, añadiendo el efecto de la existencia de una capa de lípidos en la burbuja y el efecto del 
campo acústico .Dayton, 2002 
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െ ሺ݌଴ ൅ ݌ௗ௥௜௩ሺݐሻሻ                                                                                         ሺ1ሻ 
Siendo  






























Este modelo calcula  la presión del gas que ocupa el  interior de  la burbuja considerándolo como  ideal, 
para  lo  cual  se  introduce  una  corrección  dada  por  la  constante  de  van  der Waals  “b”.  Para  nuestro 
análisis nos olvidaremos del efecto de las fuerzas de van der Waals, es decir, tomaremos el valor de la 
constante  “b”  como  nulo.  Considerando  esta  simplificación  derivamos  (2)  y  sustituimos  en  (1), 
obteniendo así una sola expresión para describir las oscilaciones de la burbuja. 
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െ ሺ݌଴ ൅ ݌ௗ௥௜௩ሺݐሻሻ  

































































































െ ቀΠ଴ ൅ ߝݏ݅݊൫ܯሬ݊Ԧ · ݔ෤Ԧ െ ߬൯ቁ ሺ4ሻ 
 
 







































2.2 VELOCIDAD DEL CAMPO FLUIDO 
 




൅ ߩ௟ݒԦ׏ݑሬԦ ൌ െ׏݌ 
                                                                          (1.1)     (1.2)      (1.3) 
(1.2)  Despreciamos  este  término  ya  que  esperamos  velocidades  de  traslación  muy  inferiores  a  la 
velocidad  del  sonido  en  el  líquido  considerado,  es  decir,  porque  el  número  de Mach  basado  en  la 
velocidad de traslación de la burbuja es muy pequeño, Maxey ‐ Riley (1983). 
(1.3)  ݌ ൌ ݌଴ ൅ ܣݏ݅݊ሺሬ݇Ԧ · ݔԦ െ ߱ݐሻ,  con  ݌଴ ൌ ݌଴ሺݔԦ, ݐሻ.  Aunque  la  presión  hidrostática  del  líquido  es 
dependiente de la posición y del tiempo, sus oscilaciones tienen una longitud de onda mucho mayor que 
la  longitud de  onda  acústica.  Puesto que  estamos  estudiando  el  efecto del  líquido  sobre  la burbuja, 
vamos a  considerar  la presión hidrostática  como uniforme  ya que nos hallamos en un entorno de  la 
burbuja en el que  las únicas variaciones de presión apreciables  son  las correspondientes a  la presión 
acústica. 
Con lo cual, podemos expresar el gradiente de presión como sigue: 
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2.3 VELOCIDAD DE LA BURBUJA 
 






ൌ െ ௕ܸ׏݌ െ 6ߨߤܴሺݒԦ െ ݑሬԦሻ ൅
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2
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(3.1):  La masa de  la burbuja es  considerada  como  constante  ya que, aunque  su densidad  y  volumen 






(3.2):  Fuerza  neta  experimentada  por  una  burbuja  esférica  de  volumen  Vb  en  un  campo  de  presión 
estacionaria  con  gradiente  de  presión  p∇ .  Esta  fuerza  se  conoce  como  Fuerza  de  Bjerknes  y  es  el 
resultado de  la  interacción del campo fluido con  las oscilaciones de  las burbujas, es decir, es  la fuerza 
neta que ejerce el campo fluido sobre las partículas. 
La Fuerza de Bjerknes primaria se manifiesta desplazando a la partícula de su posición, en la dirección de 







En  el  caso  de  que  el  tamaño  de  la  burbuja  sea mucho menor  que  la  longitud  de  onda  del  campo 
acústico, R<<λ, podemos modelar la presión como un valor constante más un gradiente espacial: 









 En el caso de que  la burbuja  tuviera un  tamaño comparable a  las variaciones del campo acústico, no 





(3.3) y  (3.4): Ambos componentes constituyen  la  fuerza de arrastre, que en términos generales, viene 
dada por: 






















ߙ ൌ 3ߨ ՜  ܨ ൌ 3ߨߤܷሺ2ܴሻ ൌ 6ߨߤܷܴ  
Cuando Re>1, aparecen desviaciones de la Ley de Stokes: 
















la  utilizada  por  la mayoría  de  los  autores  ya  que  el número de Reynolds de  traslación  de  la 
burbuja  es  bajo  y  la  capa  de  lípidos  que  la  recubre  le  da  una  cierta  rigidez.  Además  esta 
expresión  permite  que  la  partícula  presente  variaciones  en  su  radio  sin  que  se  cumpla  la 
condición de adherencia en su superficie. 
Segunda componente: 




fluidos  viscosos,  Leighton  (1994).  Si  una  esfera  se  mueve  en  el  seno  de  un  fluido  que  se 
encuentra en estado estacionario salvo por la presencia de la misma, la inercia de la esfera se ve 
incrementada  de  forma  aparente  por  la mitad  de  la masa  del  fluido  desplazado.  Esta masa 
virtual se debe a que  la esfera debe poner el fluido en movimiento, desplazándolo del espacio 
que ella misma ocupará y  trasladándolo al espacio que dejará vacío.  La magnitud de  la masa 
virtual desplazada depende de  la  forma del cuerpo, siendo para una esfera  la masa de  líquido 
correspondiente a la mitad de su volumen. 
Podemos asimismo  intuir que  la expresión empleada  será válida aunque nuestro  flujo no  sea 
potencial. Cuando la burbuja se pone en movimiento, si la aceleración es suficientemente rápida 
y  la  velocidad  de  la  burbuja  cambia  en  un  tiempo  ݐ௔,  la  capa  viscosa  formada  en  el  líquido 












aparece  con  signo  positivo  en  el  equilibrio  de  fuerzas.  Cuando  comparemos  los  resultados 
experimentales con los teóricos será importante tener en cuenta este término. Será desarrollado en los 
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burbuja  movida  por  la  fuerza  de  Bjerknes  está  limitada  por  un  equilibrio  entre  dicha  fuerza  y  la 
resistencia viscosa. 
Por  ello  hemos  adimensionalizado  el  problema  a  partir  de  ambas  fuerzas,  con  lo  que  en  forma 
adimensional serán de orden unidad: 
ܨ஻~ܨ௩௜௦௖௢௦௔   ֜   െ ௕ܸ׏ܲ~6ߨߤܴሺݑ െ ݒሻ 































Hay  que  señalar  que  el  número  de  Reynolds  empleado  para  las  adimensionalizaciones,  ܴ݁ఠ,  es  el 
asociado a la oscilación de la burbuja y será un orden de magnitud superior al Reynolds de traslación. Lo 








2.6  ECUACIONES ADIMENSIONALES TENIENDO EN CUENTA EL 
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2.7 ECUACIONES ADIMENSIONALES SIN TENER EN CUENTA EL 
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A  continuación  sustituimos  esta  expresión  en  la  ecuación  adimensionalizada  para  las  oscilaciones 
radiales  correspondiente  al  caso  general  (en  el  que  tengamos  una  capa  de  lípidos  recubriendo  la 
burbuja): 
ሺ1 ൅ ߳ݎሻ · ሺ ߳ݎሷሻ ൅
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ሺ1 ൅ ߳ݎሻ · ሺ1 െ ߳ݎ െ ߜሻ
 
െቀΠ଴ ൅ ߝ · ݏ݁݊൫ܯሬ݊Ԧ · ݔ෤Ԧ െ ߬൯ቁ 
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൰ ൅ ݎ · Ωଶ ൌ െݏ݁݊൫ܯሬ݊Ԧݔ෤Ԧ െ ߬൯          ሺ11ሻ 
 
 
Siendo    Ωଶ ൌ ቆ3ߛΠ଴ ൅
ଵ
ௐ௘

















                         Figura 2.1 Oscilación radial para el modelo lineal y no lineal 
 
 








2.9  ANÁLISIS DE RESONANCIA 
 
Recordamos en este punto que para una misma amplitud del  campo de presiones  la  respuesta de  la 
burbuja dependerá de la frecuencia de la señal, siendo la amplitud de sus oscilaciones máxima cuando la 
frecuencia de excitación se corresponde con la de resonancia del sistema. 
Con este análisis  se pretende obtener  la expresión que nos  relacione  la  frecuencia de  resonancia del 
sistema  con parámetros  como el  tamaño de burbuja  y  amplitud de  la  señal de  insonación. Para ello 
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 A partir de un rango de radios  (entre 1 y 10 ߤ݉) y de  frecuencias de  insonación  (entre 0.5 y 9 
MHz)  dados,  el  programa  nos  ofrece  una  tabla  con  los  parámetros  adimensionales M,  Re  y  ߝ 







El objetivo de este programa es comparar  la  frecuencia de  resonancia    teórica  con  la numérica 
para  burbujas  de  distintos  tamaños.    La  frecuencia  de  resonancia  teórica  es  la  desarrollada 




micras  con  saltos  de  0.05 micras,  insonando  a  frecuencias  entre  0.2  y  0.8 MHz  con  saltos  de 
0.1MHz.  Sería  recomendable  repetir  la  simulación  con  mayor  precisión  en  las  frecuencias  de 
insonación, pues  la  frecuencia de  resonancia  teórica que  se obtiene es una  función escalonada 
























En esta última gráfica se representa  la amplitud de  las oscilaciones del radio de  la burbuja en el 
caso en el que se insona a la frecuencia de resonancia. Vemos que se alcanzan amplitudes que se 
desvían hasta en un 45%‐50% del valor inicial del radio. En estos casos, si caracterizamos el radio 





Describe el  comportamiento de burbujas de un determinado  tamaño en el  seno de un  campo 
acústico resolviendo el sistema dado por las ecuaciones (4), (6), (8) y (10), es decir, las ecuaciones 
para la oscilación radial, la velocidad del líquido y de la burbuja y su posición para el caso general. 




Datos azules  ؠ  ሾܴ଴ ൌ 1ߤ݉, ௥݂ ൌ 4.69 ܯܪݖ, ܣ ൌ 10ସܲܽሿ     
Datos rojos  ؠ  ሾܴ଴ ൌ 5ߤ݉, ௥݂ ൌ 0.72 ܯܪݖ, ܣ ൌ 10ସܲܽሿ 

















Oscilación radial de la burbuja
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CAPÍTULO 3: ANÁLISIS MEDIANTE EL MÉTODO DE LAS 





fluido estacionario de velocidad ݑ଴ሬሬሬሬԦሺݔԦሻ y presión    ଴ܲሺݔԦሻsobre  la que actúa una onda acústica plana de 
amplitud A y frecuencia angular ߱. La presión que actúa sobre la burbuja será entonces: 
ܲሺݔԦ. ݐሻ ൌ ଴ܲሺݔԦ, ݐሻ ൅ ܣݏ݅݊൫ሬ݇Ԧ · ݔԦ െ ߱ݐ൯ 
Para este estudio consideraremos el régimen lineal, es decir, oscilaciones radiales de pequeña amplitud 







• Un  tiempo  largo,  o  tiempo  característico  de  residencia  de  la  burbuja  en  el  campo  fluido 
considerado 
ݐ ൌ ݐ௥௘௦~߳ݐ , ߳ ا 1 
   
‐ Hip.2.  El  fluido externo  a  la burbuja presenta un  flujo  estacionario que es perturbado por  el 
gradiente de presión  introducido por  la onda acústica, por  lo que parece  intuitivo pensar que 
podemos descomponer su campo de presiones y de velocidades en un valor medio y un valor 
fluctuante. Proponemos para ello la descomposición de Reynolds, que impone como condición 
que el promedio temporal de  las  fluctuaciones de  las variables estudiadas (que son periódicas 













ሺܽሻ    ܲሺݔԦ. ݐሻ ൌ ଴ܲሺݔԦሻ ൅ ܲԢሺݔԦ, ߬ሻ,    ۃܲԢۄ ൌ 0                    
     ሺܾሻ        ݑሬԦ ൌ ݑ଴ሬሬሬሬԦሺݔԦሻ ൅ ݑԢሬሬሬԦሺ߬ሻ,      ۃݑᇱሬሬሬԦۄ ൌ 0                  
‐ Hip.3. Una descomposición similar es aplicable a las variables de la burbuja: 




ሺ݀ሻ       ݔԦ ൌ ݔ଴ሬሬሬሬԦሺݐሻ ൅ ݔᇱሬሬሬԦሺ߬ሻ,      ۃݔᇱሬሬሬԦۄ ൌ 0            
Adviértase que  las fluctuaciones de  las velocidades dependen únicamente de ߬ y no de  la posición 
dentro del campo  fluido ya que para este análisis  tomaremos el punto de vista Lagrangiano, es decir, 
estudiamos el comportamiento de la burbuja siguiéndola en su movimiento. 










3.2 ANÁLISIS DE ÓRDENES DE MAGNITUD 
 


































































































































































































































ܽ ቀݑ଴෦ሬሬሬሬԦ ൅ ݑᇱ෩ሬሬሬԦ െ ݒ෤Ԧቁ െ
3
2
ܽଷߝܯሬ݊Ԧܿ݋ݏ൫ܯሬ݊Ԧ · ݔ෤Ԧ െ ߬൯ 
 
Para hacernos una idea del orden de magnitud del término de valores medios vamos a comparar 







ଶ߱ଶ · ܴ଴ ·
1



















Esto  quiere  decir  que  las  variaciones  de  presión  son  pequeñas  comparadas  con  la  presión 
acústica. 
• Además,  una  de  las  hipótesis de  partida  para  nuestro problema  es    ఒ
௅






































ܽ ቀݑ଴෦ሬሬሬሬԦ ൅ ݑᇱ෩ሬሬሬԦ െ ݒ෤Ԧቁ െ
3
2
ܽଷߝܯሬ݊Ԧܿ݋ݏ൫ܯሬ݊Ԧ · ݔ෤Ԧ െ ߬൯ ሺ3ሻ 
 
 











































ሶܽܽଶ൫ݑ଴෦ሬሬሬሬԦ െ ݒ଴෦ሬሬሬሬԦ൯ ൅
3
2










ܽ ቀݑᇱ෩ሬሬሬԦ െ ݒᇱ෩ሬሬሬԦቁ ൅ െ
3
2























3.3 PROMEDIADO DE LAS ECUACIONES 
 
En  el  apartado  anterior  llevamos  a  cabo  la  descomposición  de  las  variables  en  las  dos  escalas 
temporales del problema de la siguiente forma: 
ܲሺݔԦ. ݐሻ ൌ ଴ܲሺݔԦሻ ൅ ܲԢሺݔԦ, ߬ሻ, ۃܲԢۄ ൌ 0                    
ݑሬԦሺݐ, ߬ሻ ൌ ݑ଴ሬሬሬሬԦሺݔԦሻ ൅ ݑԢሬሬሬԦሺ߬ሻ,              ۃݑԢሬሬሬԦۄ ൌ 0   
ݔԦሺݐ, ߬ሻ ൌ ݔ଴ሬሬሬሬԦሺݐሻ ൅ ݔᇱሬሬሬԦሺ߬ሻ,              ۃݔᇱሬሬሬԦۄ ൌ 0    






El problema de haber  realizado esa descomposición de  las  variables es que hemos  introducido en el 
problema dos escalas temporales que tenemos que relacionar: 
En  el  tiempo  corto  observamos  las  fluctuaciones  del  valor  respecto  a  un  valor  medio  constante: 
ݓᇱሺ ߬ ሻ.Para el tiempo largo, dejamos de visualizar las fluctuaciones y vemos un valor (correspondiente 
al valor medio para tiempos cortos) que varía con el tiempo largo, y que se corresponde con 
 ൏ ݓሺݐሻ ൐ؠ ݓ଴ሺݐሻ. 
























݀ ൏ ݓ ൐
݀ݐ
ߝ ൌ
݀ ൏ ݓ ൐
݀ሺݐߝሻ
ൌ












no  satisface  la  condición  impuesta  a  las  fluctuaciones:  las  fluctuaciones del  radio no pueden 
tener un promedio nulo pues la burbuja no puede alcanzar radios negativos. 
Igualmente  no  tiene  sentido  promediar  la  ecuación  para  las  oscilaciones  radiales  ya  que  a 

































































ିଵܽ൫ݑ෤ሬԦ െ ݒ෤Ԧ൯ െ
3
2































































































ሶܽܽଶ൫ݑ෤ሬԦ െ ݒ෤Ԧ൯ ൐ൌ
3
2










൏ ܽଷሶ ൐ൌ 0 


























































ሶܽܽଶ൫ݑ෤ሬԦ െ ݒ෤Ԧ൯ ൐ൌ
1
2
























ିଵ ቀ൏ ܽ ൐ ൫ݑ଴෦ሬሬሬሬԦ െ ݒ଴෦ሬሬሬሬԦ൯൅൏ ܽݑԢ෩















൏ ܽଶ ሶܽݒԢሬሬሬԦ ൐ൌ
1
2
ߝܯሬ݊Ԧ ൏ ܽଷሺܿ݋ݏ൫ܯሬ݊Ԧ · ݔ෤Ԧ െ ߬൯ ൐ െ
3
2





ିଵ ቀ൏ ܽ ൐ ൫ݑ଴෦ሬሬሬሬԦ െ ݒ଴෦ሬሬሬሬԦ൯൅൏ ܽݑᇱ෩ሬሬሬԦ ൐ െ൏ ܽݒ෤ԢሬሬሬԦ ൐ቁ െ
3
2
























































CAPÍTULO 4: VALIDACIÓN NUMÉRICA DEL ANÁLISIS 
MEDIANTE EL MÉTODO DE LAS ESCALAS TEMPORALES 
MÚLTIPLES 
 












ݑ଴௫ ൌ ݉ݔ           ݑ଴௬ ൌ െ݉ݕ 
 Donde ݉ es una constante de valor conocido. 
Puesto que conocemos  la expresión analítica del campo fluido, podremos determinar el tiempo de 



















4.2 VALIDACIÓN GENERAL DEL PROBLEMA 
 
En primer  lugar partiremos de  las ecuaciones adimensionalizadas desarrolladas en el apartado de 
“Análisis  de  órdenes  de  magnitud”  correspondiente  al  Capítulo  3,  en  el  que  se  introduce  la 
aproximación  acústica  del  campo  de  presiones  en  las  ecuaciones  generales  y  se  aplica  la 
descomposición de Reynolds a la velocidad del líquido. 
Ya  que  el  campo  fluido  considerado  está  definido  para  las  direcciones  “x”  e  “y”,  proyectaremos 
nuestras  ecuaciones,  salvo  la  correspondiente  a  la  oscilación  radial,  sobre  las  direcciones 
coordenadas,  para  lo  cual  será  necesario  determinar  cuál  es  nuestro  vector  normal  ሬ݊Ԧ:  vamos  a 
considerar que la insonación se produce en la dirección ‘y’  con sentido de arriba abajo. Por tanto el 







































ܽ ቀݑ଴෦ሬሬሬሬԦ ൅ ݑᇱ෩ሬሬሬԦ െ ݒ෤Ԧቁ െ
3
2































































Integraremos estas ecuaciones  junto  con  la ecuación para  las oscilaciones  radiales  imponiendo  como 






߬௜௡௧௘௚௥௔௖௜ó௡ ൌ ߬௥ ൌ 5 · 10ଷ 
Esta  integración  tiene  lugar  en  el programa  “bjerkflow”  que  se  adjunta  al  final  de  la memoria.  Para 
probar este código supondremos condiciones límite como las siguientes: 
 







hasta que empieza a afectarle el rozamiento y  finalmente se alinea con  las  líneas de corriente 
del campo fluido para distancias muy largas. 
Si observamos la ecuación 3, que nos da la expresión para la velocidad de la burbuja, vemos que 





radiales  son de orden unidad, mientras que en este  caso  la  relación de densidades es de un 






































































campo,  comenzando  a  desviarse  para  seguir  las  líneas  de  corriente  en  la  segunda mitad.  Se 






4.2.2 Velocidad inicial nula de la partícula 
 
Al tener velocidad inicial nula, la partícula permanece quieta en su posición inicial sin enterarse 
del  campo  fluido  a  su  alrededor hasta que el  rozamiento  se hace muy  grande  y hace que  la 
partícula comience a seguir las líneas de corriente del campo. 
 
4.2.3 Partícula con velocidad inicial 
 
En  este  caso,  puesto  que  la  partícula  parte  con  una  velocidad  inicial  determinada,  ha  de 
continuar moviéndose con esa misma velocidad, describiendo una trayectoria  rectilínea, hasta 
que el rozamiento cobra  la suficiente  importancia y hace que  la partícula  finalmente se alinee 
con el campo fluido.  
Damos a la partícula la velocidad inicial correspondiente a su posición inicial en el campo fluido. 













Otro  factor que permite diferenciar  ambos  casos  es  la  longitud  recorrida:  cuando  la  burbuja 
parte del  reposo, continúa sin moverse durante un  tiempo; por ello, en un mismo  tiempo de 
residencia en el campo la burbuja que parte del reposo recorrerá una distancia menor. 
 
4.2.4 Ausencia de campo fluido 
 















4.2.5 Ausencia de insonación 
 
Este caso es el contrario al anterior: ahora consideramos que la burbuja no es insonada, es decir, 




Posición inicial (5,‐15):                       (5,15): 
 


















݉ ൌ 5 · 10ଷݏିଵ 
߬ ൌ 5 · 10ଷ 
ݐ ൌ ߬ · 10 




1. El  problema  completo  a  resolver  está  dado  por  las  ecuaciones  (1),  (2),  (3)  y  (4)  proyectadas 
sobre  los  ejes  coordenados,  teniendo  en  cuenta  para  ello  que  escogemos  como  dirección  y 
sentido de la insonación los del vector unitario   ሬ݊Ԧ ൌ െ݁௬ሬሬሬሬԦ 
Este problema se resuelve para tiempos cortos (del orden del tiempo correspondiente a varias 
oscilaciones  de  la  burbuja)  y  sin  campo  externo,  obteniéndose  un  vector  de  soluciones 
ݕଵሬሬሬሬԦcorrespondiente al vector de tiempos ݐଵሬሬሬԦ: 
ቊ
















Integramos  el  problema  para  tiempos  largos  (del  orden  de  10  veces  el  tiempo  corto)  y 











En  este  caso,  para  la  misma  posición  inicial,  la  burbuja  se  mueve  de  la misma  manera.  Lo 















Para  ambas  formas  de  resolución  los  resultados  coinciden.  En  la  gráfica  vemos  que  la 
velocidad en la coordenada “y” permanece constante y que la velocidad en “x” es positiva y 
creciente.  Si  comprobamos  la  evolución  de  la  burbuja  en  el  campo  que  aparece  en  las 























En  esta  gráfica  estamos  representando  la  velocidad  adimensional  de  la  burbuja  debida 
exclusivamente al efecto del campo acústico al que está sometida, ya que le hemos restado 
la componente introducida por el campo fluido externo. 




componente  remanente en esta coordenada se debe enteramente a  la contribución de  la 
fuerza de Bjerknes. 
Sin embargo  la velocidad en  la componente “x” se hace negativa. Esto quiere decir que  la 
burbuja “vuelve” hacia su posición inicial. Puede deberse a que la integración del problema 
se produce para  tiempos  superiores  al de  residencia  (ݐ௥~500,  ݐ௜௡௧௘௚௥௔௖௜ó௡~50000) de  la 
















Al  igual  que  en  las  figuras  anteriores,  las  soluciones  de  ambos métodos  coinciden  y  nos 





















Si miramos de  cerca  las dos  soluciones vemos que en el primer  caso, en el que  se  integra  la 
solución promediada en ߬ para un tiempo largo t, obtenemos un valor para la posición de y=0. 
Sin  embargo,  la  segunda  solución,  en  la  que  se  integra  el  problema  para  tiempos  largos  sin 
realizar  promedios,  nos  dice  que  la  burbuja  se  quedaría  oscilando  entorno  a  una  posición 
ligeramente negativa.  
Ésta  última  solución  se  ajusta más  con  el  resultado  esperado:  si  la  burbuja  no  es  insonada, 
esperamos  que  siga  las  líneas  de  corriente  del  campo  y  que  finalmente  alcance  la  asíntota 
horizontal correspondiente, que en este caso es y=0; pero en el caso de estar  sometida a un 
campo acústico en dirección   ሬ݊Ԧ ൌ െ݁௬ሬሬሬሬԦ, actuará sobre la partícula una fuerza adicional conocida 
como fuerza de Bjerknes que desplazará su posición asintótica en esa misma dirección y sentido. 
El error en la solución que utiliza los promedios temporales puede deberse a la simplificación de 









4.3.1 Cálculo del número de Stokes 
 
El  número  de  Stokes  es  un  número  adimensional  que  caracteriza  el  comportamiento  de  las 
partículas  suspendidas  en un  flujo.  Es  el  resultado del  cociente  entre  el  tiempo difusivo  y  el 
convectivo.  
En este apartado queremos calcular el valor crítico para el número de Stokes que hace que  la 
burbuja  atraviese  la  asíntota  horizontal  (y=0)  que  divide  el  campo  fluido  en  dos  zonas  con 
información opuesta en la dirección vertical. 











ൌ െ ௕ܸ׏݌ െ 6ߨߤܴሺݒԦ െ ݑሬԦሻ ൅
1
2














ؠ ܿݐ݁)  y  en  el  que  no  hay  insonación  acústica  (sin  fuerza  de  Bjerkness). 

















































































































ܵߣଶ ൅ ߣ ൅ 1 ൌ 0 
 
ߣ ൌ












que  la  burbuja  atraviesa  la  barrera  del  eje  x,  y  al  recibir  información  contraria  en  los  dos 

























































































































ܵߣଶ ൅ ߣ െ 1 ൌ 0 
 
ߣ ൌ








































































































































































൅ ߦ ൅ ܨ஻෪ ൌ 0 
 








൅ ߳ ൌ 0 
 
߳ ൌ ܣ݁ିௌ·௧݁√ଵିସௌ·௧ ൅ ܤ݁ିௌ·௧݁ି√ଵିସௌ·௧ 
 
Vemos que para ݐ ՜ ∞ las dos exponenciales se anulan, con lo que nos queda: 
߳ሺݐ ՜ ∞ሻ ൌ 0    ֜   ߦ ൌ െܨ஻෪ 
 
Es decir, que cuando tenemos insonación acústica la burbuja no se quedará oscilando en torno 
al  eje  x,  sino  que  lo  hace  desplazada  una  distancia  hacia  abajo  equivalente  al módulo  de  la 
fuerza de Bjerknes. Esto es coherente con los resultados obtenidos para la coordenada vertical 
de la burbuja en el apartado anterior. 

























݉ ൌ 5 · 10ଷݏିଵ 
߬ ൌ 5000 
ݐ ൌ 10߬ 
El  número  de  Stokes  resultante  tiene  un  valor  de  S=0.0557<<1,  por  lo  que  la  burbuja  no 
atravesará la barrera y seguirá las líneas de corriente del campo.  









Tal  y  como  vimos  en  el  apartado  anterior,  si  resolvemos  el  problema mediante  promedios, 
obtenemos que la partícula alcanza la misma posición asintótica a la que llegaría en caso de no 
ser  insonada. Sin embargo, si no utilizamos  los promedios temporales obtenemos  la respuesta 





Las  condiciones  de  partida  para  este  ejemplo  son  las  mismas  que  las  del  caso  anterior  a 
excepción  del  valor  de  la  intensidad  del  campo:  para  conseguir  que  la  burbuja  atraviese  la 
asíntota  del  eje  X  hemos  de  aumentar  su  número  de  Stokes;  ya  que  este  es  directamente 
proporcional a  la  intensidad del  campo externo,  la aumentaremos en un orden de magnitud: 
































CAPÍTULO 5: ANÁLISIS EXPERIMENTAL 
 
En este último capítulo trataremos de validar el estudio teórico realizado a  lo  largo de  la memoria 
mediante un análisis experimental del problema. 
 
















dispuesto  en  dirección  vertical,  de  modo  que  al  generarse,  las  burbujas  ascienden  hacia  el 
exterior en línea recta por flotabilidad. 
 









‐ Se  emplea  un  foco  frío  de  luz  continua  de  alta  intensidad  para  iluminar  el  recorrido  de  las 
burbujas y que así pueda ser captado con claridad por  la cámara. La ventaja de este equipo es 














• La  propia  generación  de  burbujas  en  el  electrodo  puede  conferirles  una  cierta  velocidad  de 
salida que será captada en caso de que se grabe el movimiento de  las burbujas  justo  tras ser 




de  una  población  de  burbujas  de  tamaño  uniforme;  sin  embargo,  no  podemos  controlar  el 
tamaño de las burbujas generadas. El único parámetro que podemos controlar en su generación 
es el voltaje de la alimentación de los electrodos, que permite proporcionar una mayor o menor 




• Tener burbujas aisladas serían  las condiciones  ideales para nuestro estudio ya que podríamos 
ver cómo se comporta  la burbuja exclusivamente por efecto de  la fuerza primaria de Bjerknes. 
Sin embargo, las burbujas se generan por electrolisis en elevadas concentraciones, por lo que se 
encuentran muy cerca  las unas de  las otras y entra en  juego  la  fuerza secundaria de Bjerknes, 
que  ante  un  pulso  acústico  tiende  a  acercar  las  burbujas  entre  sí  o  a  repelerlas.   Un  factor 















5.2 PLANTEAMIENTO TEÓRICO DEL PROBLEMA 
 
Las ecuaciones que nos permitirán obtener  la evolución teórica de  las variables del  líquido y de  la 
burbuja teniendo en cuenta las condiciones de los ensayos son las que se presentan a continuación. 
Tomaremos  como  eje  horizontal  de  referencia  el  de  ascenso  de  las  burbujas  al  exterior  por 
flotabilidad y como eje vertical el perpendicular a éste. Adoptamos estos ejes coordenados con el fin 
de que coincidan con las imágenes grabadas. Por tanto, y según la disposición del transductor en los 





puesto que su compensación con  la  fuerza viscosa nos permitirá calcular  la velocidad a  la que 
ascienden las burbujas en ausencia de ultrasonido. 
‐ La  presión  de  insonación  será  caracterizada  por  una  onda  sinusoidal  creciente  en  amplitud 
durante los primeros ciclos ya que eso es precisamente lo que ocurre con el generador de pulsos 
del laboratorio. La señal del ultrasonido vendrá dada por: 
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onda  acústica  presenta  una  frecuencia  igual  a  la  propia  de  la  burbuja,  garantizamos  que  la 
amplitud de sus oscilaciones  radiales será máxima y por  tanto  también  lo será el efecto de  la 


















En  este  caso  representamos  el  radio  adimensional  de  la  burbuja  ܽ ൌ ܴ ܴ଴ൗ
.  Como  vemos,  la 
burbuja se expande y se contrae en cada ciclo, oscilando entorno a su tamaño original. Ya que la 
media  del  radio  es  constante  con  el  tiempo,  no  nos  aportará  información  el  hecho  de 
representar esta variable frente al tiempo en segundos.  










Según  las condiciones de nuestro problema, el  líquido que rodea a  la burbuja se encuentra en 
reposo  salvo  por  la  presencia  del  ultrasonido.  Por  ello,  como  vimos  en  el  estudio mediante 
escalas  temporales  múltiples,  podemos  descomponer  la  velocidad  del  líquido  en  una 
componente media, que será constante en el tiempo,   y una fluctuación debida a  la presencia 
del campo acústico: 





















Debido a  los ejes coordenados escogidos,  la componente horizontal de  la velocidad es  la que 
alcanza la burbuja en su ascensión a través del líquido como consecuencia de la flotabilidad. 
En cuanto a  la componente vertical, esta velocidad es consecuencia del efecto de  la fuerza de 




























5.2.2 Burbujas insonadas con ondas acústicas distintas 
En este apartado buscamos comprobar si  los  resultados de nuestro problema son  los mismos 
tanto si empleamos una señal acústica sinusoidal como si se trata de una señal coseno. De esta 





nos  permite  usar  una  señal  seno  o  una  señal  coseno  indistintamente  ya  que  hace  que  la 
condición inicial del problema en ambos casos sea la misma: 
ሬܲԦௗ௥௜௩ଵሺݔԦ, ݐሻ ൌ ܣݏ݅݊ሺሬ݇ԦݔԦ െ ݐሻ · ൫1 െ ݁ݔ݌൫ሬ݇ԦݔԦ െ ݐ൯/ݐ଴൯   ՜      ሬܲԦௗ௥௜௩ଵሺ0,0ሻ ൌ 0 
















5.3 ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES 
5.3.1 Calibración 
 




























Consideraremos  una  sesión  experimental  que  nos  sirva  de  apoyo  para  explicar  los  códigos  que 
utilizamos para traducir los vídeos grabados en datos aprovechables. 
 
5.3.2 Código “trajanalysis” 
 





de modo menos nítido, o por partículas  cuyo  tamaño  es del orden del error  cometido  en  la 
medida. 












El  programa  nos  ofrece  una  matriz  de  salida  llamada  “centroids”  que  contiene  la  siguiente 
información: 










Utilizaremos  como  ejemplo  una  sesión  en  la  que  conseguimos  tener  una  sola  burbuja  en  el 
plano enfocado. Los ejes de las imágenes grabadas coinciden con los que seleccionamos para el 
planteamiento teórico: 










Analizaremos  la  trayectoria  de  la  burbuja  que  se  distingue  de  forma  totalmente  nítida.  Su 
trayectoria no se verá afectada por  la burbuja desenfocada que se encuentra  tras ella ya que 










En  las  trayectorias de  ambas burbujas  se  comprueba  la  inexistencia de  fuerza  secundaria de 
Bjerknes entre  las mismas puesto que se mantienen paralelas. Los escalones que se aprecian, 
dos en el caso de  la burbuja considerada, se deben al efecto de  la fuerza de Bjerknes sobre  la 
burbuja, que  tal y como predice  la  teoría hace que  la burbuja  se desplace en  la dirección del 
ultrasonido alejándose de su fuente. 
 
5.3.3 Código “gettrajectories” 
 
















en este programa se aplica el factor de escala de  la calibración de  las  imágenes para convertir 
esos valores en ߤ݉ reales. 
Una  transformación  similar  ha  de  hacerse  para  convertir  los  tiempos  entre  imágenes  en 




















































embargo  hay  alrededor  de  unos  3mm/s  de  diferencia  entre  ambos.  Probablemente  esta 
diferencia  se  deba  a  que  el  líquido  presente  una  velocidad  de  arrastre  que  se  sume  a  la 
velocidad que presenta la burbuja como consecuencia de la flotabilidad. Sin embargo, como en 
este vídeo sólo tenemos una burbuja analizable, no podemos calcular esa velocidad de arrastre. 
Este  cálculo  es  realizado  en  el  siguiente  apartado  para  dos  sesiones  de  ensayo  en  las  que 
podemos analizar dos burbujas que no interfieren entre sí. 
 
Si  nos  fijamos  vemos  que  la  velocidad  presenta  dos  picos  que  coinciden  con  los  pulsos  de 
insonación acústica. Para poder comparar con los valores teóricos, asumiremos que en los picos 

















ൠ   ֜    ௬ܸ ൌ ටܸଶ െ ௫ܸଶ ൌ 9.8 ݉݉/ݏ 
 
La velocidad media estacionaria debida a la insonación es de unos 12.8 mm/s calulada de forma 
teórica para una amplitud de  la  señal acústica de ܣ ൌ 10ଷܲܽ.Con este valor escogido para  la 
amplitud conseguimos que  la resolución numérica del problema nos ofrezca una velocidad del 
orden de  la experimental,  lo que nos  indica que de haberse alcanzado el régimen estacionario 
en el experimento, la amplitud real de la señal es cercana a la seleccionada.  














duración  del  pulso  acústico  la  burbuja  aumenta  su  velocidad  y  llega  almáximo  cuando  han 
transcurrido alrededor de 2 ms del inicio de la señal. 



















5.4 CÁLCULO DE LAS VELOCIDADES INVOLUCRADAS 
 
Compararemos  las velocidades  teóricas y experimentales y  trataremos de  justificar  las diferencias 
entre ambas. 




En  caso  de que  la  velocidad  a  la  que  la  burbuja  asciende  en  el  vídeo difiera  de  la  calculada 
teóricamente, tendremos que plantearnos posibles causas que justifiquen esta diferencia: 
1. Es posible que en el ensayo el  líquido presente una velocidad media distinta de cero. Actuará 




velocidad  media  del  líquido  por  la  que  se  ven  afectadas  puede  deberse  a  la  aparición  de 
corrientes  internas  como  consecuencia de  vibraciones  en  el montaje, que  finalmente  se  irán 
disipando,  amortiguándose  su  velocidad  hasta  desaparecer;  por  ello  las  burbujas  analizadas 
deben  salir  juntas  en  las  imágenes,  asegurándose  así  que  actuará  sobre  ellas  la  misma 
componente del campo fluido. 
Asimismo, para calcular el valor de  la velocidad media del  líquido se  requieren como mínimo 
dos burbujas con el fin de establecer una correlación entre su radio y la velocidad del líquido. La 










































El  radio de  la burbuja será de ܴ ൌ 48.65 േ 0.75ߤ݉. Calcularemos  las velocidades  teóricas en 
ausencia de insonación para estos dos valores extremos del radio. De esta forma conseguiremos 
el  rango de  velocidades  teóricas máxima  (asociada  al  radio máximo de  la burbuja)  y mínima 
(para el mínimo radio): 
൜ ௧ܸ௘௢௥
ሺܴ ൌ 47.9ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௔௫ ൌ 4.997 ݉݉/ݏ



























El radio de la burbuja es de ܴ ൌ 75.4 േ 0.4ߤ݉. Las velocidades teóricas para estos radios son: 
൜ ௧ܸ௘௢௥ሺܴ ൌ 75ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௜௡ ൌ 12.25 ݉݉/ݏ
௧ܸ௘௢௥ሺܴ ൌ 75.8ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௔௫ ൌ 12.513 ݉݉/ݏ
ൠ 
En  el  caso  de  la  burbuja  de  mayor  tamaño,  las  velocidades  experimentales  y  teóricas  se 
encuentran en el mismo rango. 







ܴଵ ൌ 47.9ߤ݉                           ܴଶ ൌ 75ߤ݉ 
ଵܸ ൌ 6.5 ݉݉/ݏ                        ଶܸ ൌ 12݉݉/ݏ 
La recta que relaciona ambos puntos es 
ܸ ൌ 0.203ܴ െ 3.221 ݉݉/ݏ 
La velocidad que introduce el líquido sería la correspondiente a una burbuja de radio nulo, que 
en  este  caso  es  de  ௗܸ௥௜௙௧ ൌ െ3.221 ݉݉/ݏ.  Se  trata  de  una  velocidad  negativa  que  puede 
deberse a la existencia de flujos residuales en el líquido o incluso a oscilaciones de la cámara. 
  













ௗܸ௥௜௙௧ ൌ ௘ܸ௫௣ଵ െ ௧ܸ௘௢௥ଵ ൌ 6.5 െ 4.997 ൌ 1.503 ݉݉/ݏ 
En estas condiciones la velocidad experimental de la burbuja grande debería ser: 
௘ܸ௫௣ଶ ൌ ௗܸ௥௜௙௧ ൅ ௧ܸ௘௢௥ଶ ൌ 1.503 ൅ 12.25 ൌ 13.753 ݉݉/ݏ 





de  la  cubierta  lo  único  que  sabemos  es  que  la  burbuja  que nos  da  información más  precisa 
acerca de su velocidad es la de menor tamaño. 
Tras  ajustar  la  velocidad  de  arrastre  del  líquido  obtenemos  valores  muy  próximos  a  los 
experimentales. El orden de magnitud de los errores existentes de puede achacar a diferencias 
en  la  viscosidad  dinámica  y  la  tensión  superficial  del  líquido  debido  a  la  temperatura,  a  las 

























El  radio de  la burbuja  será de ܴ ൌ 27.25 േ 0.75ߤ݉.  Las  velocidades  teóricas  asociadas  a  los 
radios extremos son: 
൜ ௧ܸ௘௢௥ሺܴ ൌ 26.5ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௜௡ ൌ 1.53 ݉݉/ݏ
௧ܸ௘௢௥ሺܴ ൌ 28ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௔௫ ൌ 1.708 ݉݉/ݏ
ൠ 


























El  radio  de  la  burbuja  será  de ܴ ൌ 60.2 േ 0.45ߤ݉.  Las  velocidades  teóricas  asociadas  a  los 
valores límites del radio son: 
൜ ௧ܸ௘௢௥ሺܴ ൌ 59.75ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௜௡ ൌ 7.775 ݉݉/ݏ
௧ܸ௘௢௥ሺܴ ൌ 60.65ߤ݉ሻ ൌ ௧ܸ௘௢௥
௠௔௫ ൌ 8.01 ݉݉/ݏ
ൠ 
Igual  que  ocurre  para  la  burbuja  pequeña,  las  velocidades  teóricas  son  inferiores  a  las 
experimentales, por lo que parece que el campo fluido no se encuentra en reposo. Calcularemos 




ܴଵ ൌ 26.5ߤ݉                           ܴଶ ൌ 59.75ߤ݉ 
ଵܸ ൌ 5 ݉݉/ݏ                            ଶܸ ൌ 10 ݉݉/ݏ 
La recta que relaciona ambos puntos es 
ܸ ൌ 0.15ܴ ൅ 1.015 ݉݉/ݏ 
La velocidad que introduce el líquido sería la correspondiente a una burbuja de radio nulo, que 
en este caso es de  ௗܸ௥௜௙௧ ൌ 1.015 ݉݉/ݏ. Tiene  sentido ya que es una velocidad positiva; sin 
embargo su valor no consigue ajustar los datos: 
௧ܸ௘௢௥ଵ ൌ ଵܸ െ ௗܸ௥௜௙௧ ൌ 5 െ 1.015 ൌ 3.985 ݉݉/ݏ 
௧ܸ௘௢௥ଶ ൌ ଶܸ െ ௗܸ௥௜௙௧ ൌ 10 െ 1.015 ൌ 8.985 ݉݉/ݏ 
Estas velocidades teóricas que acabamos de calcular son  las que deberían tener unas burbujas 







ௗܸ௥௜௙௧ ൌ ௘ܸ௫௣ଵ െ ௧ܸ௘௢௥ଵ ൌ 5 െ 1.53 ൌ 3.47 ݉݉/ݏ 
Así, la velocidad experimental que debería tener la burbuja grande es: 










5.4.2 Velocidad estacionaria bajo el efecto del ultrasonido 
Realizaremos este análisis sobre las burbujas de las sesiones experimentales B y C. 















Como  ya  explicamos  en  el  apartado  5.3,  a  través  del  código  “bjerknesanalysis”  podemos 
representar la evolución de la posición de la burbuja y su velocidad total. 
Según  los ejes escogidos,  la componente horizontal de  la velocidad es  la velocidad a  la que  la 
burbuja  asciende por  flotabilidad,  y  la  componente  vertical  es  la  velocidad  que  induce  en  la 
burbuja la fuerza de Bjerknes debido a la presencia del ultrasonido. 
௬ܸ ൌ ிܸಳ ൌ ටܸ
ଶ െ ௔ܸ௦௖ଶ  
 




perteneciente  al  régimen  estacionario.  Emplearemos  dicho  valor  para  compararlo  con  la 
velocidad estacionaria teórica. 
Si nos  fijamos en  la gráfica 5.17, que nos muestra  la evolución de  la velocidad de  la burbuja 
considerada, vemos que durante la insonación podríamos suponer como velocidad estacionaria 









௔ܸ௦௖ ൌ 6.5 ݉݉/ݏ     ֜     ிܸಳ ൌ ටܸ
ଶ െ ௔ܸ௦௖ଶ ൌ ඥ8.2ଶ െ 6.5ଶ ൌ 4.999 ൎ 5 ݉݉/ݏ 
ܸ ൌ 8.2 ݉݉/ݏ 
 
Ahora,  para  ese mismo  valor  del  radio  y  para  la  frecuencia  del  transductor,  calcularemos  la 
velocidad estacionaria teórica bajo  insonación. Puesto que esta velocidad,  ௬ܸ de  la burbuja, es 
oscilatoria, calcularemos su valor medio empleando medias temporales.  
 
El  problema  es  que  para  poder  resolver  el  problema  teórico  necesitamos  conocer  otro 
parámetro como dato de entrada:  la amplitud de  la onda acústica A. Sin embargo,  la amplitud 




















௔ܸ௦௖ ൌ 5 ݉݉/ݏ     ֜     ிܸಳ ൌ ටܸ
ଶ െ ௔ܸ௦௖ଶ ൌ ඥ12ଶ െ 5ଶ ൌ 10.91 ݉݉/ݏ 
ܸ ൌ 12 ݉݉/ݏ 
 
Resolveremos  el  problema  teórico  para  este  radio  y  para  las  condiciones  experimentales  y 
probaremos de nuevo dando distintos órdenes de magnitud a la amplitud acústica. En este caso, 
el valor requerido para que la velocidad estacionaria teórica sea del orden de la experimental es 









Vemos que para  los 2ms que dura el pulso acústico del ensayo, en  teoría  la partícula debería 
haberse alejado unos 0.02mm respecto al transductor en la dirección vertical. 























Como  hemos  comentado,  los  dos  ensayos  B  y  C  fueron  realizados  con  el  mismo  valor  del 
parámetro que controla la amplitud de la onda acústica; por ello era de esperar que la amplitud 
requerida para que  los  valores  experimentales  y  teóricos  convergieran  fuese  la misma.  En  el 




haber  sido perturbada, por ejemplo, por  la presencia de  corrientes  internas en el  líquido. De 




Estas burbujas  tienen un  tamaño elevado y por ello no  les afecta  tanto el ultrasonido;  si nos 
fijamos en  las gráficas para sus velocidades, figuras 5.17 y 5.22 respectivamente, veremos que 
no  se  aprecian  picos  durante  el  pulso  acústico.  De  la  misma  manera,  sus  trayectorias  no 
























5.5 ENSAYOS CON RESULTADOS CONTRARIOS A LOS TEÓRICOS 
 























acerce hacia el  transductor, en contra de  lo esperado. El motivo es  la  formación de una onda 
acústica estacionaria en el líquido. La expresión para estas ondas es : 





nuestros experimentos  se pueden  formar  si  la onda que  sale del  transductor  se  refleja en el 
cristal de la pecera y vuelve. Tal y como se explica en el artículo Translational and radial motions 

















La  formación  de  ondas  estacionarias  perturba  los  resultados  del  ensayo  y  no  permite  que 









CAPÍTULO 6: CONCLUSIONES 
 









de  los experimentos  realizados en el  laboratorio, pero  la existencia de ensayos en  los que  la 
burbuja se acerca a  la fuente del ultrasonido en  lugar de alejarse nos advierte de  la formación 
de  ondas  acústicas  estacionarias  que  deberemos  eliminar  de  los  experimentos  para  poder 
validar definitivamente el desarrollo teórico propuesto. 
 




•  Por  último  proponemos  futuras  vías  para  mejorar  la  validación  experimental  de  la  teoría 
desarrollada. 
 
‐ Los  experimentos  llevados  a  cabo  presentan  múltiples  fuentes  que  introducen 
incertidumbre en los resultados, la mayoría de las cuales no es posible cuantificar. Por ello, 
mejorando las condiciones del montaje, tales como el soporte de la cámara, de la pecera o 
del  transductor,  para  evitar  introducir  vibraciones  que  perturben  los  datos,  podríamos 
reducir el error en las medidas, así como conseguir de forma más sencilla sesiones válidas. 
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